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FORME DU FLUX D’ENTROPIE 
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36, route de Dardilly, 69130 Ecully. France 

(rep le 4 Octohre 1976) 

Resume-On etablit un rkrltat permettant d’obtenir la forme du flux d’entropie tant dans le cadre de 
la theorie classique de la thermodynamique des phenomenes irreversibles que dans celui de la thermo- 
dynamique dite rationnelle. Des applications aux melanges fluides et aux solides sont developpees. 

NOMENCLATURE 

vecteur quelconque; 
flux de diffusion; 

flux d’entropie; 

tenseur du second ordre; 

production de quantite de mouvement due a 
I’interaction entre esptces; 
flux de chaleur; 

entropie specifique; 
tenseur des contraintes partiel; 
tenseur des contraintes; 
vitesse de diffusion du constituant cr; 
vitesse barycentrique; 
vitesse du constituant CI. 

Symboles grecs 

YW taux de production de constituant CI par 
reaction chimique; 

a, Cnergie interne specifique; 

$, 

temperature; 

= c - OS, energie libre specifique. 

1. INTRODUCTION 

ON CONSIDERE un milieu continu quelconque de masse 
volumique p, d’entropie specifique s, de champ de 
vitesse V, en I’absence de toute distribution volumique 

de sources de chaleur et de forces exterieures. En 
thermodynamique rationnelle comme en thermo- 
dynamique des phenomenes irreversibles classique, le 
second principe est exprime, en chaque point, par 
l’inegalite de ClausiussDuhem : 

pS+div J, > 0, (1) 

oi S d&signe la d&iv&e barycentrique definie par: 

ds as 
z = &+v4%. 

le flux d’entropie J, se riduisant dans les cas les plus 
Clementaires a q/e, oti q est le flux de chaleur et 0 la 
temperature. En thermodynamique rationnelle, la 
forme de J, est, le plus souvent, tout simplement 
postuk. Seul Miiller [l], suivi par Doria [2] et Gurtin 
[3] considhe, dans des cas particuliers, le flux d’en- 
tropie comme une quantite donnke, au m&me titre que 
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les autres flux thermodynamiques, par une relation 
constitutive, et cherche a exploiter completement 

mathematiquement le fait que l’inegahte de Clausius- 
Duhem doit &tre verifike quel que soit le processus 

constitutif au sens de Coleman [4]. En thermo- 
dynamique classique, par contre, le flux d’entropie est 
dkduit, ainsi que la production d’entropie volumique 

7sr de l’equation d’evolution de l’entropie, obtenue a 
partir de l’kquation de Gibbs et mise au prealable sous 
la forme habituelle d’un bilan. Si, dans les cas les plus 
simples, des considerations physiques rendent indis- 

cutables les rbultats ainsi obtenus, il n’en va pas force- 
ment de m&me pour des situations complexes. En 

effet, c’est une banalite que de dire que l’equation 
d’holution de l’entropie peut a priori &tre egalement 
&rite : 

pS + div(J, + cp) = 7s + div cp, (2) 

od cp est un vecteur arbitraire, et malheureusement, 
les arguments generalement presentes pour affirmer 

l’unicite d’une telle decomposition sont peu convain- 
cants [5]. Dans ce qui suit, nous nous proposons de 
generaliser la demarche faite en thermodynamique 
rationnelle par Mtiller et de l’adapter a la thermo- 
dynamique des phenomenes irreversibles classique. 
Que l’on se place de I’un ou I’autre point de vue, on 
est conduit a la resolution d’un m&me probleme: 

Etant donne un ensemble A de variables definissant 
le processus et une fonction f don&, trouver toutes 
les fonctions cp(A) satisfaisant : 

div cp(A) +f(A) > 0 VA. (3) 

Un thtoreme de representation de q(A) est donne au 
paragraphe 2 et des applications a des melanges fluides 
et Bdes solides rigides sont traitees dans le paragraphe 3. 

2. REPRESENTATION DE cp 

Nous noterons : 
une suite de M fonctions vectorielles deri- 
vables de R3 dans R3, 
une suite de N fonctions tensorielles derivables 
de R3 dans R3 @ R3, 
une fonction vectorielle C3 des {g(‘)} et des 
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Entin unc base orthonormt;e de K-’ Plant fix&e. nous 

Ctendrons la conlention de sommation ;I tous les 
indices ri-p&&s. sauf mention du contraire. Now i-non- 
cerons 5ous forme de Workme Its rt:sultats zuivants: 

/’ Ctant une fonction don& des g”” et des L“‘), si: 

Vg”“. VL” ‘, div cp +,/‘(g”“. L““) > 0, (4) 

alors : 
(a) cp ne peut dtkpendre que des vecteurs g”“) dont 

le gradient est symktrique ou antisymktrique et des 
tenseurs L“’ tels que: 
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ou encore : 

(5) 

iLt,’ iLki’ 
(6) 

( Xi is, . 

(b) Si le gradient des g’“’ est symktrique et si celui 
des L““ satisfait (.5), alors 60 est de la forme: 

qqg”“. L““) = 0, f A$$$ +,pJ~JCijkgS;V’&) + &ijk L$‘. 

avec Aii = -Aii. 

DCmonstrrrt ion 

(a) L’inttgalitk (I) implique: 

qui impose : 

ce qui fournit la premikre partie du th&orkme. 
(b) Nous nous restreindrons dans la suite aux cas 

utiles en physique, c’est B dire h des vecteurs g(p) et 
des tenseurs L”’ satisfaisant les conditions (5), ce qui 
entraine, compte tenu de (9): 

et 

(10) 

(11) 

Cherchons alors dans un premier temps la forme 
nkessaire de cp par rapport aux variables g”‘, et pour 
ce faire nous utiliserons une mtthode due B Gurtin [7]. 
qui kcrit : 

d’oti 

i’(J); 
I;, 

i<Jy’i<J:’ )?(I, 

car sur les quatre indices $/. 

= 0. 

deux sent nkccssaire- 
ment r&p&k. II vient alors par intkgralion: 

(pi TX ki + E;:“,/;.“‘+ Bi?;‘ ‘k$‘C,:‘ I, 
avec 

@” 1 = /$“‘I’ 
Ilk ‘kl II’) 

relation traduisant le tht-or&me de Schwartz. 
Posons : 

(pi = lii+Ej;)8~‘+iSi~~~‘(Cl:“)9~‘+8~‘Q:l’)) 

+ $/,(;; ‘(&‘~J; ’ -<Jy’<J:I”). (I 3) 

Or les conditions (10) doivent 6tre satisfaites quels que 

soient les vecteurs g “I. done en particulier lorsqu’ils 
sont tous proportionnels B un vecteur de rkfkrence r, 
soit: 

II vient, dans ce cas: g:“’ = i”“ri. 

(ur) C/l).,V, qc = k, + E!J’~.‘“‘T~ + Sijh J. /. ~j.rk 1 

les conditions (10) se traduisant par: 

iCp[ icpj 

irj (7ri 

II est aisk de voir que: 

S’,‘?) = _ S!“.“’ 111 ‘I, . pI” = _ El(‘), I, (14) 

Compte tenu de la dkfinition de .S&“. (14) entraine sa 

nullitk, et les conditions (10) appliqukes ;I la forme 
rbultante de cpt imposent : 

,4j$‘= x’p”.cijr. 

d’oti 

cpi = ki+E!?’ (a) ‘1 9j +r 
01% , 

[,cjkgj .qk 1 
CP) 01 t‘i:"'z _F!!" 

2,' 

Dans un deuxkme temps, nous dkduisons par une 
suite de raisonnements analogues la forme nkcessaire 

de cp par rapport aux L”‘. 

d’& 
(pas de sommation), 

- 0. iL(~“SL’“‘iL”’ - 
,k Im np 

car deux indices se r&p&tent ntkessairement. Soit par 
intkgration : 

(15) 

(16) 



Forme du flux d’entropie 

Les conditions (11) devant etre verifikes quels que soient 

les tenseurs L(“), et en particulier lorsque ces derniers 
sont symetriques, (1.5) devient : 

qJj = hi +sli~L~‘+.4Pl~~~L~~‘L~. 
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E etant le tenseur d’orientation de composante Eijk. 
En particulier, pour un fluide isotrope, cp est nul, ce 

qui prouve le bien fond6 du choix habitue1 de J, et fs, 

et &tend au cas d’un melange visqueux un resultat de 
Gurtin [3] en thermodynamique rationnelle. 

Or, (11) entraine (P’ _ (a’ 
Sijk - -Skjir 

y!W CPL) cc ) 
,,klm = -~~kjilm = -9mjkli, 

ce qui, compte tenu de leur definition et du fait que 

chaque indice ne peut prendre que trois valeurs, 
entraine leur nullite. Les conditions (11) appliquees a 
la partie simplified conduisent alors a: 

a&’ = $@‘Eijk: .&;A = 0, 

d’oti 
pi = hi + B”“Eijk Lo’. 

Nous disposons done des deux expressions suivantes 
pour cp: 

cpi(g”‘, L”‘) = ki + @‘&” + C((“v’Eijkg~‘g;‘, 

Cpi(g’“‘, L”‘) = hi + /I(“)E,jk L$‘. 

Par une identification purement algebrique, on obtient 
l’expression finale pour cp: 

@(g’u’, L’“‘) = ai + AI~‘S:“‘+I1(P”)Eijk~~)~~)+ $+jk@ 

avec A!?’ = _A’.?‘, 
LI II 

(17) 

En particulier; si Q appartient au groupe d’isotropie 

de cp, on doit avoir: 

cp(Qg’“‘, QL”‘Q’) = Qcp(g”‘, L”‘). 

Si ai est nul et p isotrope, on verifie alors que cp est nul. 

3. APPLICATIONS 

3.1. Melanges forts 
Un melange fort [6] est par definition un melange 

pour lequel le temps caracteristique des echanges de 
quantite de mouvement entre especes est tres inferieur 

a un temps macroscopique caracteristique des sollici- 
tations exttrieures. Si C, designe la fraction massique 

du constituant CI, la thermodynamique des phenomenes 
irreversibles classique [5] suggere de prendre pour 
suite de variables independantes 

A = (P, C,, 6, per grad p3LI grad V, grad 4, 

od pD est le potentiel chimique par unite de masse de 
l’espece tl. Pour lever l’ambigu’ite relative a J, signal&e 

dans l’introduction, posons: 

s-CpaJr 
J, = ’ +cp, 

0 
et considerona le vecteur cp comme un flux thermo- 
dynamique d&pendant tout comme q et J, de A. 11 
s’agit alors de determiner les vecteurs cp compatibles 
avec un tel choix de variables et avec le deuxieme 
principe de la thermodynamique, c’est a dire verifiant 
l’inegalite (3). L’application du theoreme precedent 
fournit: 

CP(P, 0, C,, IL grad pz, grad 0, grad V) 

= E(P, 0, C,, 4grad 0 + 1 F”(P, 0, C,, PAgrad A 

+ 18” grad Or\ grad pL, + is grad V 
a 

3.2. M&lunges fuihles non cisqueux 
Pour ce type de melange [6,7], le temps carac- 

teristique des &changes de quantite de mouvement est 
de l’ordre du temps caracteristique des sollicitations 

externes, ce qui necessite l’etablissement d’un bilan 
partiel de quantite de mouvement. Les equations de 
conservation de la masse du constituant a, de la 
quantite de mouvement du constituant a, de l’energie 
interne, de la masse totale et de la quantite de mouve- 

ment totale, s’ecrivent respectivement: 

ficl+padivV, +U,gradp, = py,, 

dV” 
A z+ p,(grad V, ).U, = div T,+p,J,, 

pi:+divq-x(T,-p,U,@U,)gradV = 0, 
z 

p+pdivV = 0, 

p% = div(T-~p,U,@U,) 
2 

le deuxieme principe se traduisant par (1). 
Nous adopterons dans cet exemple le point de vue 

de la thermodynamique rationnelle des melanges [7,1], 

en choisissant un ensemble de variables independantes 

donne par: 

A = (p,, 8, grad pa, grad 0, U,), 

et les lois constitutives suivantes: 

$ = $(A)> T, = c(A), ;‘a = F,(A), J, = js(A), 

s = $(A), I, = i,(A). 

Remarquons cependant que ce meme ensemble A peut 
egalement Ctre d&it par une demarche classique a 
partir de l’inegalite d’evolution de l’entropie. L’inegalite 
entropique entraine que: 

Q 

divk-$~+p~$(p~z-U,.gradpz) 
I 1 2 

+J;gradO+Cn;U,,<O, 

6 

od I’on a pose: 

k = q+x(T:-+pU,2I)U,-OJ,, 

et 

n, = PA + +PY,& 

Le theoreme de representation donne immtdiatement: 

k(p,, 0, grad pa, grad 0, U,) 

a(pl, 0, U,) + c WP”, 0, U,) grad plc 
B 

+ W,, 0, U,) grad 0 

f~G,(~,,~,U,)gradO~ gradp,, 

avec E et F antisymetriques. 
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Pour un mklange wtrope. I’exprewon de k do\ dent : 

k = 1 A’\/Q. 0. IL’, L1,,1W,. (1x1 

On peut montrer, par ailleurs 171. quc Ic: tenseur T, 
des contrainteh partiel peut s’cxprimcr \ou\ la forme: 

ce qui entraine qu’au troisikme ordre prks, par rapport 
aux I_!,: 

q-UJ, = ~j(zJ,, avec ,/iz = ,v% 
I i/j, 

Le rksultat (18) est plus prkck que ceux de tiller et 

Gurtin, valables seulement au deuxibme ordre prk et 

gCnkralise celui de Doria, obtenu pour un mklange 

binaire. 

Si les exemples prk&lents ne font que confirmer 
les choix habituellement faits, I’application qui suit 
montre qu’il n’en va pas de m&me pour des milieux 
anisotropes pour lesquels il semble nt-cessaire d’intro- 

duire une hypothkse physique supplkmentaire. Con- 
sidt-rons h cet effet un solide rigide oti rkgne un champ 
de tempkrature non uniforme. La thermodynamique 
des phknomknes irrkversibles classique indique que : 

A = (Il. grad 0). 

Le thkorkme de repkentation conduit alors it: 

q 
J, = c,+ E(O)grad (I, 

oti E(0) est un tenseur antisymktrique. 

Si Q appartient au groupe d’isotropie de q, le 

principe de symktrie matkrielle entraine: 

Qcp(grad 0) = cp(Q grad 0). 

soit: 

QE = EQ. 

avec E antisymt-trique et Q orthogonal. 
Les sous groupes du groupe orthogonal entrainant 

la nullitk de E sont ceux du syst&ne rhombique, du 

syst&me cubique, du syst&me tktragonal sauf pour 3 

groupes. et du systkme hexagonal sauf cinq groupes. 
soit en tout 19 groupes. II n’est cependant pas possible 

clc conclurc pour Its 13 groupe\ rekuit ct l’l\c)tropic 
tran5\crse. pour Iesqucls la li)rmc ( 19) obwi~ie pour- 

le Rux d’cntropie n’cst compatible a\ec I’expression 

habituclle: 

,I,- q 
0 

que si I’on admet la nullit& du tenseur E(O). 
Si l’on considtre deux matkriaux rigidcs quelconques 

s&parks par une interface supposke passive. ii travers 
laquclle ternpi-rature et composante normale du flux 
de chaleur sont bien cntendu continues, I’hypothke 

prkckdente revient i admettre la continuitk de la com- 

posante normale du flux d’entropir. Cc postulat 
physique suppkmentaire n‘est d’ailleurs qu’un cas 

tres particulier. mais beaucoup moins contestable, du 
“principe de paroi idkale” de Mtiller [Xl. 

On a ktabli un tht-or&me de reprbentation d’une 
fonction vectorielle d’arguments scalaires. vectoriels 

ou tensoriels. qui trouvc son application en thermo- 

dynamique. Sous r&serve que I’on connaisse les vari- 
ables caractkrisant un processus thermodynamique, ce 

thCori_me permet de dkterminer la forme que doit 
obligatoirement avoir Ic flux d’entropie, et dans des 

cas particuliers. a conduit it la gkkalisation de 

rksultats obtenus rkcemment. 
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Forme du flux d’entropie 

ON.THE FORM OF THE ENTROPY FLUX 

Abstract-A theorem is proved which allows to obtain the form of the entropy flux both in classical and 
rational thermodynamics. Applications to fluid mixtures and rigid solids are given. 

ZUR FORMULIERUNG DES ENTROPIEFLUSSES 

ZusammenfassungpEs wird ein Theorem bewiesen, welches die Formulierung des Entropieflusses sowohl 
im Rahmen der klassischen wie der rationalen Thermodynamik erlaubt. Die Anwendung der Methode 

auf Fliissigkeitsgemische und starre Festkorper wird diskutiert. 

0 BMPA~EHMM IIOTOKA 3HTPOIIHH 

hHOOTBlVlR - &HO nOKa3aTenbCTBO TeOpeMbI, IIO3BOJWOL@i OIIUCaTb IIOTOK 3HTPOIIAA B PaMKaX 

KJlaCCH’IeCKOi? TepMOnHHaMHKH HC06paTAMbIX ITpOIJeCCOB Ii paU&iOHaJlbHOi?= TePMO~AHaMAKH. npEI- 

MeHHMOCTb BbIpaXZHEiZ4 IlOKa3aHa Ha IIpHMepe mHJlKEiX CM’%% li TBCpnbIX TCJI. 
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